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1 Tres¢ zadania ,,Gra w zielone*

Gra w zielone jest gra dla dwoch graczy—mnazwijmy ich Ania i Bolek—polegajaca,
na przesuwania pionka po planszy.

Czes¢ pol planszy jest pokolorowana na zielono, a pozostate sg biate. Wszys-
tkie pola sa ponumerowane liczbami naturalnymi z zakresu 1...(a + b), pola
o numerach z zakresu 1...a naleza do Ani, natomiast pola o numerach (a +
1)...(a+b) naleza do Bolka.

Dla kazdego pola dany jest zbior nastepnikow, zawierajacy te pola planszy, do
ktorych mozna z niego przej$¢ w jednym ruchu. Zbiory te zostaly tak dobrane,
ze 7 pola nalezacego do Ani mozna przejsé w jednym ruchu tylko na pole nalezace
do Bolka i odwrotnie.

Na poczatku gry ustawiamy pionek na dowolnym polu, a nastepnie gracze na
przemian przestawiaja pionek ze swojego pola na dowolny nastepnik tego pola—
nalezacy do przeciwnika. Gre rozpoczyna wtasciciel pola, z ktérego zaczynamy
rozgrywke. Zakladamy, ze wszystkie pola maja niepuste zbiory nastepnikéw,
a wiec zawsze mozna wykonaé¢ ruch. Gra koniczy sie w momencie, gdy pionek
stanie po raz drugi na tym samym polu. Jesli w sekwencji ruchéw, od pier-
wszego do powtdrnego zajecia tego pola, pionek stanal przynajmniej raz na
polu zielonym, to wygrywa Ania, w przeciwnym przypadku wygrywa Bolek.

Powiemy, ze Ania ma strategie wygrywajgcg dla danego pola poczgtkowego,
jesli istnieje metoda gwarantujaca jej wygrang w rozgrywce zaczynajacej sie od
tego pola, niezaleznie od tego, jakie ruchy bedzie wykonywal Bolek.

1.1 Zadanie
Napisz program, ktory:
e wczyta z pliku tekstowego gra.in opis planszy do gry w zielone,
e znajdzie zbior pol planszy, dla ktérych Ania ma strategie wygrywajaca,

e zapisze wynik w pliku tekstowym gra.out.

*To opracowanie znajdzie sie w sprawozdaniu z VIII Olimpiady Informatycznej, ktore
wraz ze sprawozdaniami z poprzednich edycji Olimpiady jest dostepne pod adresem:
http://www.mimuw.edu.pl/0I/blue/



1.2 Wejscie

W pierwszym wierszu pliku tekstowego gra.in zapisane sa dwie nieujemne
liczby catkowite a, b oddzielone pojedynczym odstepem, oznaczajace odpowied-
nio: liczbe pol nalezacych do Ani i liczbe pol nalezacych do Bolka. Liczby a, b
spelniaja warunek: 1 < a+b < 3000. W kolejnych a+b wierszach opisano pola
planszy—najpierw pola nalezace do Ani, a nastepnie pola nalezace do Bolka.
Wiersz o numerze i + 1, dla 1 <1 < a+ b, zawiera na poczatku liczby catkowite
z, k oddzielone pojedynczym odstepem, oznaczajace odpowiednio kolor pola
o numerze i (0 oznacza kolor biaty, 1—kolor zielony), oraz liczbe nastepnikow
tego pola. Nastepnie w tym wierszu zapisane jest k liczb catkowitych (1 < k <
a + b), pooddzielanych pojedynczymi odstepami, bedacymi numerami nastep-
nikéw danego pola. Liczba pol zielonych na planszy nie przekracza 100. Suma
liczb nastepnikéw wszystkich p6l na planszy nie przekracza 30 000.

1.3 Wyjscie

Pierwszy wiersz pliku tekstowego gra.out powinien zawiera¢ dokladnie jedna
liczbe caltkowita p, oznaczajaca liczbe pol, na ktorych Ania ma strategie wygry-
wajaca. Nastepne p wierszy powinno zawiera¢ numery tych pol zapisane w
kolejno$ci rosnacej—kazda liczba powinna zostaé zapisana w osobnym wierszu.

1.4 Przyktad

Dla pliku wej$ciowego gra.in:

53
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018
117
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0234

poprawna odpowiedzia jest plik wyjsciowy gra.out:
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2 Rozwigzanie

Sciste sformutowanie faktu, ze Ania ma strategie wygrywajaca w grze w zielone
z danego pola poczatkowego nie jest banalne i jest zaledwie naszkicowane w
tresci zadania. Jego sprecyzowanie oraz algorytmiczna charakteryzacje nalezy



zatem do pewnego stopnia traktowaé jako czesé zadania postawionego przed
uczestnikami olimpiady.

Przez P bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich pol na planszy gry, a przez Z
zbibr wszystkich zielonych pol.

Aby utatwi¢ opis strategii wygrywajacych w grze w zielone oraz ich poszuki-
wanie, wygodnie jest rozwazy¢ nastepujacg uproszczona wersje gry. Niech X C
Z bedzie pewnym zbiorem zielonych pol na planszy. Uproszczona gra w zielone
toczy sie w podobny sposoéb do zwyczajnej gry w zielone. Roéznica polega na
tym, ze w uproszczonej grze w zielone rozgrywka moze sie zakoriczyé wczesniej:
gry pionek odwiedzi zielone pole ze zbioru X po raz pierwszy rozgrywka zostaje
przerwana i Ania zwycieza.

Przez Wymus(X) oznaczamy zbidr pol z ktorych Ania ma strategiec wygry-
wajaca W uproszczonej grze w zielone. Zauwaz, ze Wymus(X) jest zbiorem
pol z ktérych Ania moze wymusié¢ przesuniecie pionka na pewne zielone pole ze
zbioru X w taki sposdb, ze pionek nie staje na zadnym polu dwa razy.

W ponizszym fakcie wykazujemy, ze rozwigzanie uproszczonej gry w zielone
dla X = Z,—tj. obliczenie zbioru Wymus$(Z)—jest pomocne w ustaleniu pew-
nego zbioru pol z ktorych Bolek ma strategie wygrywajaca w normalnej grze w
zielone.

Fakt 2.1 (Strategia wygrywajaca dla Bolka) Bolek ma strategie wygrywa-
jacq z kazdego pola ktdre nie jest w zbiorze Wymus(Z).

Dowo6d. Fakt, ze pole p nie nalezy do zbioru Wymu$(Z) oznacza, ze w up-
roszczonej grze w zielone rozpoczynajacej sie w polu p Bolek potrafi zapobiec
dojsciu do jakiegokolwiek zielonego pola. Cala rozgrywka toczy sie wiec i koniczy
w bialej czesci planszy: to gwarantuje zwyciestwo Bolka w zwyczajnej grze w
zielone z pola p. O

Przyklad 2.2 W tym i w ponizszych przyktadach ilustrujemy pojecia @ fakty
opisane w tym opracowaniu na przyktadzie gry w zielone z tresci zadania.

Zawwaz, ze Z = {4,5,6}, oraz Wymu$(Z) = {1,2,4,5,6,7}. W polach spoza
zbioru Wymus(Z), tj. w polach ze zbioru {3,8}, Bolek ma strategie wygrywajgcq
polegajgcg na wybraniu pola 8 jako nastepnika w polu 8.

Nastepnie sprobujemy ustali¢ jakie warunki gwarantuja, ze strategia wygry-
wajaca dla Ani w uproszczonej grze w zielone daje Ani zwyciestwo takze w
normalnej grze w zielone. W tym celu przydatne okazuje sie pojecie putapki dla

Bolka.

Definicja 2.3 (Pulapka dla Bolka) Powiemy, ze zbior pél Wymus(X) jest
putapka dla Bolka jesli dla kazdego pola p ze zbioru X mamy:

1. pole p nalezy do Ani i istnieje nastepnik pola p znajdujgcy sie w zbiorze

Wymus(X); lub

2. pole p nalezy do Bolka 1 kazdy nastepnik pola p znajduje sie w zbiorze
Wymus(X).

Przyktad 2.4 Niech X = {4,6}. Zbior Wymus(X) = {1,2,4,6,7} jest putapka
dla Bolka, poniewaz:



e istnieje nastepnik pola 4 (tj. pole 7) w zbiorze Wymus(X), oraz

e kazdy nastepnik pola 6 (tj. zaréwno pole 1 jak i pole 2) nalezy do zbioru
Wymud(X).

Fakt 2.5 (Strategia wygrywajaca dla Ani) Jesli zbior Wymus(X) jest pu-
tapkq dla Bolka to Ania ma strategie wygrywajgcq z kazdego pola w zbiorze
Wymus(X).

Dowo6d. Rozwazmy nastepujaca strategie dla Ani:

e w kazdym bialym polu Ani ze zbioru Wymus(X) Ania gra zgodnie z jej
strategia wygrywajaca w uproszczonej grze w zielone;

e w kazdym zielonym polu Ani ze zbioru Wymus(X), tj. w kazdym polu Ani
ze zbioru X, Ania wybiera nastepnika ktory nalezy do zbioru Wymus(X):
taki nastepnik istnieje bo zbior Wymus(X) jest pulapka dla Bolka.

Zauwaz, ze w kazdej rozgrywce zgodnej z ta strategia pionek nigdy nie opuszcza
zbioru Wymus(X). Co wiecej, zaden cykl (tj. fragment rozgrywki rozpoczy-
najacy sie i koriczacy w tym samym polu) w takiej rozgrywce nie sklada sie
tylko z bialych p6l poniewaz strategia Ani na bialych polach jest wygrywajaca
w uproszczonej grze w zielone. Dlatego kazda rozgrywka zgodna z powyzsza
strategia jest wygrywajaca dla Ani w zwyczajnej grze w zielone. a

Pozostaje nam do rozwiazania sytuacja w ktorej zbior Wymus(Z) nie jest
putapka dla Bolka. Niech Z; C Z bedzie zbiorem zielonych pol ktoére spelniaja
warunki 1. lub 2. definicji putapki dla Bolka, dla X = Z.

Zauwaz, ze w zielonych polach nie nalezacych do zbioru Z; Bolek ma nastepu-
jaca strategie wygrywajaca: najpierw przesun pionek w jednym kroku do pola
nie nalezacego do zbioru Wymu$(Z), a nastepnie uzyj strategii wygrywajacej
zagwarantowanej przez Fakt 2.1. Mozemy zatem odrzucié zielone pola spoza
zbioru Z; jako ,bezuzyteczne” dla Ani.

Aby ponowi¢ probe uzycia Faktu 2.5 do wyznaczenia strategii wygrywa-
jacej dla Ani, rozwazmy zbiér Wymus(Zy). Jesli ten zbior jest pulapka dla
Bolka to rozwiazanie gry w zielone jest gotowe (mozna wykazaé—patrz dowod
ogolniejszego Faktu 2.7 ponizej—, ze takze we wszystkich bialych polach spoza
zbioru Wymus$(Z;) Bolek ma strategie wygrywajaca.) W przeciwnym wypadku
nalezy ponownie odrzuci¢ zielone pola ktore okazaly sie bezuzyteczne dla Ani,
itd.

Powyzsze rozumowanie motywuje nastepujaca metode obliczania kolejnych,
coraz mniejszych, zbioréow zielonych pdél ktére kandyduja do roli pdl dajacych
Ani strategie wygrywajaca poprzez Fakt 2.5.

1: procedure NajwiekszaPutapkaDlaBolka

2: begin

3: ZO =7

4: 1:=0

5: while Wymus$(Z;) nie jest pulapka dla Bolka do

6: begin

7: Ziy1 := zbior pol z Z; spetniajacych warunkil.lub 2. Definicji 2.3
8: Z = Z + 1



9: end
10: end

Przyklad 2.6 Z Przyktadu 2.2 mamy Zo = Z = {4,5,6}, oraz Wymus(Zy) =
{1,2,4,5,6,7}. Zawwaz, ze Zy nie jest putapka dla Bolka bo pole 5 nalezy do Ani
ale jedyny nastepnik pola 5, tj. pole 8, nie nalezy do zbioru Wymus(Zy). Pole 5
jest jedynym polem z Zy nie spetniajgcym warunkow 1. lub 2. Definicyi 2.3, wiec
Zy = {4,6}. Z Przyktadu 2.4 wiemy, ze zbior Wymus(Z,) jest pulapkq dla
Bolka.

Zauwaz, ze jesli warunek kontynuacji wykonywania petli 5:—9: jest speilniony
to istnieje przynajmniej jedno zielone pole w zbiorze Z; nie spelniajace warun-
kéw 1. lub 2. Definicji 2.3. Dlatego ciag zbioréow Z; jest malejacy, wiec liczba
iteracji petli 5:-9: jest O(k).

Niech ¢ bedzie najmniejsza liczba dla ktorej zbior Wymus(Z,) jest pulapka
dla Bolka. Oczywiscie Ania ma strategie wygrywajaca ze zbioru Wymus(Z,):
wynika to z Faktu 2.5. Aby wykazac, ze Wymus(Z,) to zbior wszystkich pol
z ktorych Ania ma strategie wygrywajacag wystarczy udowodnié, ze z kazdego
pola spoza zbioru Wymus(Z,), Bolek ma strategie wygrywajaca.

Fakt 2.7 (Strategia wygrywajaca dla Bolka: ogélny przypadek)
Dla kazdego i < ¢, Bolek ma strategie wygrywajgcg z kazdego pola spoza zbioru
Wymus(Z;).

Dowo6d. Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na ¢. Zauwaz, ze dla¢ = 0
teza wynika wprost z Faktu 2.1.

Zaltozmy, ze dla pewnego i < ¢, Bolek ma strategie wygrywajaca z kazdego
pola spoza zbioru Wymus$(Z;). Wykazemy, ze wtedy Bolek ma takze strategie
wygrywajaca z kazdego pola spoza zbioru Wymus(Z;1).

Wystarczy udowodnié, ze Bolek ma strategie wygrywajaca z kazdego pola ze
zbioru Wymus(Z;)\ Wymus$(Z;11): dla pol nie nalezacych do zbioru Wymus(Z;)
teza wynika z hipotezy indukcyjnej.

Rozwazmy dwa rodzaje pol ze zbioru Wymus(Z;)\ Wymus(Z;+1):

1. Jesli pole jest zielone to nie spelnia warunkéw 1. lub 2. Definicji 2.3, wiec
Bolek moze z tego pola w jednym kroku wymusié¢ przesuniecie pionka poza
zbior Wymus(Z;), skad ma strategie wygrywajaca z hipotezy indukcyjne;j.

2. Jedli pole jest biale to Bolek korzysta ze strategii w uproszczonej grze w
zielone, ktora zapobiega dojsciu pionka do zbioru Wymu$(Z;11). Jesli
w wyniku rozgrywki pionek stanie na jednym z zielonych pél w zbiorze
Wymus(Z;)\ Wymus(Z;4+1) wtedy Bolek postepuje jak w przypadku 1. i
wygrywa. W przeciwnym razie rozgrywka toczy sie i koniczy w biatej czesci
zbioru Wymus(Z;)\ Wymus$(Z;41), wiec jest wygrywajaca dla Bolka. O

Aby precyzyjnie oszacowaé koszt czasowy dzialania algorytmu Najwieksza-
PutapkaDlaBolka musimy ustali¢ jaki jest koszt rozwiazywania uproszczonej gry
w zielone, tj. obliczania zbioru Wymus(X). Powiemy, ze warunek Ania Wymu-
sza(T,p) zachodzi dla pewnego zbioru pdl T', oraz pola p, jesli mamy:

e pole p nalezy do Ani i istnieje nastepnik pola p nalezacy do zbioru T', lub



e pole p nalezy do Bolka i kazdy nastepnik pola p nalezy do zbioru T'.

Cwiczenie 2.8 (Poprawnosé algorytmu ObliczZbior Wymus)
Wykaz, ze ponizsza procedura ObliczWymusd(X) wyznacza poprawnie zbidr pdl z
ktorych Ania ma strategie wygrywajgcg w uproszczonej grze w zielone, tj. zbidr

Wymus(X).

1: procedure ObliczWymus(X)
2: begin
3: W.=X
while istnieje pole p ¢ W takie, ze AniaWymusza(W,p) do
dodaj pole p do zbioru W
return(W)
end

I

Procedure ObliczWymus mozna zaimplementowaé tak aby dzialala w czasie
O(m), gdzie m jest suma liczb nastepnikow dla wszystkich pol. Przykladowa
implementacja znajduje sie na zalaczonej dyskietce.

Powyzsza algorytmiczna analize struktury strategii wygrywajacych dla Ani
i Bolka w grze w zielone mozna podsumowaé¢ w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 2.9 (Poprawnosé algorytmu NajwiekszaPutapkaDlaBolka)
Niech ¢ bedzie nagmniejszq liczbg dla ktorej w procedurze NajwiekszaPutapkaD-
laBolka zbior Wymus(Zy) jest putapka dla Bolka. Wtedy Ania ma strategic
wygrywajgcq z pol ze zbioru Wymus(Zy), a Bolek ma strategie wygrywajaca ze
wszystkich pozostatych pol. Algorytm mozna zaimplementowaé tak by dziatat w
czasie O(k-m), gdzie k jest liczbg zielonych pdl, a m jest sumq liczb nastepnikéw
dla wszystkich pol.

3 Inne rozwigzania

W tym podrozdziale oméwimy alternatywny warunek wystarczajacy i koniecz-
ny dla istnienia strategii wygrywajacych dla Bolka lub Ani w grze w zielone.
Interesujaca cecha tego warunku jest jego lokalno$é: jesli kazde pole jest w
odpowiedniej, dos¢ tatwej do sprawdzenia, relacji ze zbiorem jego nastepnikow
to mamy gwarancje, ze istnieje ,,globalna“ strategia wygrywajaca dla odpowied-
niego gracza.

Definicja 3.1 (Dobre etykietowanie dla Bolka)

Rozwazmy funkcje : P — {0,1,2,...,k,00}: z kazdym polem p € P, zwigzana
jest etykieta B(p), ktdra jest liczbg naturalng nie wiekszq niz k, lub symbolem co.
Przyjmujemy tu umowe, ze symbol co jest wiekszy niz kazda liczba naturalna,
czyli 1 < oo, dla kazdej liczby naturalnej ©. Powiemy, zZe etykietowanie [ jest
dobre dla Bolka w polu p jesli 3(p) = oo lub spetnione sq nastepujgce warunki:

e jesli pole p nalezy do Ani to dla kazdego nastepnika r pola p zachodzi
warunek PostepBolka(B;p,r);

e jesli pole p nalezy do Bolka to istnieje nastepnik r pola p taki, Ze zachodzi
warunek PostepBolka(B;p,r);

gdzie warunek PostepBolka(B;p,r) jest spetniony wtedy i tylko wtedy gdy:



1. B(p) > B(r) jesli pole p jest zielone, oraz

2. B(p) > B(r) jesli pole p jest biate.

Mowimy, zZe etykietowanie B jest dobre dla Bolka jesli 8 jest dobre dla Bolka
we wszystkich polach planszy.

Przyklad 3.2 Zauwaz, ze zbior P pol gry w zielone z tresci zadania jest rowny
P ={1,2,3,...,8}. Niech etykietowanie 8 : P — {0,1,2, 3,00} bedzie zdefinio-
wane przez nastepujgcq tabele.

L p J1[2]3[4]5]6][7[8]
EDIEIEINENEIEIENE

Etykietowanie B jest dobre dla Bolka poniewaz:

e pole 3 nalezy do Ani, pole 8 jest jedynym nastepnikiem pola 3, oraz za-
chodzi PostepBolka(3;3,8), t. B(3) > B(8); zauwaz, ze wystarczy tu nie-
ostra nierownosSc¢ bo pole 3 jest biate;

e pole 5 nalezy do Ani, pole 8 jest jedynym nastepnikiem pola 5, oraz za-
chodzi PostepBolka(3;5,8), tj. B(5) > B(8); zauwaz, Ze wymagana tu jest
ostra nieréwno$é bo pole 5 jest zielone;

e pole 8 nalezy do Bolka i dla pola 3, ktdre jest nastepnikiem pola 5, zachodzi
PostepBolka(3;8,3), tj. B(8) > B(3).

Za ta—na pierwszy rzut oka—szawila definicja kryje sie nastepujaca prosta
intuicja. O etykiecie B(p) pola p—o ile ta etykieta jest liczba naturalng a nie
symbolem oco—mozna mys$leé¢ jako o gérnym ograniczeniu na liczbe zielonych
pol ktore Bolek moze byé zmuszony przez Anie odwiedzié w rozgrywce jesli
Bolek wybiera zawsze nastepnika o jak najmniejszej etykiecie. Wykazemy, ze
wybieranie nastepnika o najmniejszej etykiecie gwarantuje Bolkowi zwyciestwo
w grze w zielone jesli etykietowanie jest dobre dla Bolka.

Fakt 3.3 (Strategia wygrywajaca dla Bolka) Jesli etykietowanie 8 : P —
{0,1,2,...,k, 00} jest dobre dla Bolka to Bolek ma strategic wygrywajecq z
kazdego pola p takiego, Ze B(v) # co.

Dowo6d. Wykazemy, ze nastepujaca strategia jest wygrywajaca dla Bolka: w
kazdym polu p nalezacym dla Bolka, Bolek wybiera nastepnika r pola p o jak
najmniejszej etykiecie 3(r). Zauwazmy, ze z definicji dobrego etykietowania dla
Bolka wynika, ze wtedy dla kazdej rozgrywki p1,ps, ps, . .., p; mamy

B(p1) > B(p2) > B(ps) > --- > B(ps)-

Niech p; = p; dla pewnego j < i, tj. p; = p; to pierwsze pole na ktérym pio-
nek stanal dwa razy. Z powyzszego warunku wynika, ze B(p;) > B(pj+1) >
B(pj+2) = +-- = B(pi) = B(pj), wiec musi by¢ B(p;) = B(pj+1) = B(pj+2) =
-+ = B(p;i)- Z definicji dobrego etykietowania dla Bolka—a doktadniej z punktu 1.
definicji warunku PostepBolka (3, p,r)—wynika, ze pola pj,pjt1,Pj+2,---,Di 58
biate. Inaczej mowiac, zadne pole odwiedzone pomiedzy pierwsza i druga wiz-
yta w polu p; = p; nie jest zielone, czyli rozgrywka jest wygrywajaca dla Bolka.
O



Powyzszy fakt oznacza, ze istnienie dobrego etykietowania 8 dla Bolka, dla
ktorego zachodzi B(p) # oo, jest warunkiem wystarczajacym dla istnienia strate-
gii wygrywajacej dla Bolka z pola p. Ponizej naszkicujemy dowdd faktu, ze jest
to réwniez warunek konieczny, oraz przedstawimy wydajny sposob znajdowania
dobrych etykietowan. Rozwazmy nastepujaca procedure poszukiwania dobrego
etykietowania dla Bolka:

1: procedure Podno$Etykietowanie

2: begin
3: dla kazdego pola p do B(p) :=

4: while [ nie jest dobre dla Bolka do

5: begin

6: wybierz pole p w ktéorym S nie jest dobre dla Bolka
7: B(p) := Popraw (S, p)

8: end

9: end

gdzie Popraw(B,p) to najmniejsza etykieta nie mniejsza niz 3(p), ktora przypi-
sana polu p gwarantuje, ze etykietowanie 3 staje sie dobre w polu p. Wartosé
Popraw(B,p) mozna obliczy¢ na przyktad tak:

B(p) jesli B jest dobre dla Bolka w polu p,
)} MaxMin(B, p) jesli p jest biate,
Popraw(B,p) = 00 jesli p jest zielone i MazMin(53,p) > k,

1+ MazMin(B,p) jesli p jest zielone i MazMin(53,p) < k;
gdzie MazMin(B,p) jest zdefiniowane w nastepujacy sposob:

max {(r) : r jest nastepnikiem p} jesli p nalezy do Ani,

MazMin(B,p) = { min {,B(r) : 7 jest nastepnikiem p} jesli p nalezy do Bolka.

Warto tu zwr6ci¢ uwage na to, ze Popraw(3,p) > B(v) oraz, ze Popraw(f3,p) >
B(v) jesli etykietowanie § nie jest dobre w polu p.

Przyktad 3.4 Dla skrdcenia i uproszczenia ilustracji dziatania algorytmu Pod-
no$Etykietowanie wprowadzamy nastepujgcg notacje na oznaczenie ciggu kilku
operacyi Popraw:

Popraw(B, [p1,p2]) = Popraw(Popraw(3,p1),pz2)

Popraw(B, [p1,p2,p3]) = Pomaw(Pf)pmw(Pf)pmw(ﬁ,pl),pz),p3>

Rozwazmy nastepujgce wykonanie procedury Podno$Etykietowanie:

| P L 1[2[3]45[6]7]8]
Bo(p) 0OJoJoJoJo]O]oO]O

B1(p) = Popmw(ﬁo, [4,5, 6] )( O|0jO]1 |11 |00
B2(p) = Popraw(py,[1,2])(p) 1l1]ol1|1]1]o]oO
Bs(p) = Popraw(Bz,7)(p) 11|01 |1|1|1]0O
Ba(p) = Popraw(Bs,[4,6,1,2,7))(p) [[ 2 [ 2 |0 2 [1][ 2] 2|0
Bs(p) = Popmw(@l7 4,6,1,2,7 )(p) 3130|3113 |3]0
Be(p) = Popmw(ﬁ5, 4,6,1,2,7 )(p) 00| |0]co|l]occ]|oco]|0




Etykietowanie Bg jest dobre dla Bolka. Zauwaz, ze etykietowanie Bg jest “mniej-

sze” niz etykietowanie B z Przyktadu 3.2, w tym sensie, Ze dla kazdego pola

p € P, mamy Bs(p) < B(p)-

Mozna mysleé o procedurze Podnos$FEtykietowanie jako o metodzie przybliza-
nia etykietowania 3 do ,najmniejszego® dobrego etykietowania ,z dotu®. Istot-
nie, poczatkowe etykietowanie 8 = By, gdzie Bo(p) = 0, dla kazdego pola p, jest
,mniejsze* niz jakiekolwiek inne etykietowanie. (Dla scistosci, moéwimy, ze ety-
kietowanie [ jest ,mniejsze lub rowne niz etykietowanie S’ jesli B(p) < 8'(p),
dla kazdego pola p.) Kolejne ,poprawki“ polegajace na podnoszeniu wartosci
etykietowania 8 w pewnym polu w ktérym  nie jest dobre dla Bolka, zachowuja,
wlasno$é, ze etykietowanie 8 jest mniejsze lub réwne niz kazde dobre etykieto-
wanie. Jest tak dlatego, ze w procedurze PodnosEtykietowanie wartosé etykiety
w pewnym polu jest zawsze podnoszona tylko o tyle o ile to jest konieczne aby
etykietowanie stato sie dobre dla Bolka w tym polu.

Przyktad 3.5 Etykietowanie B : P — {1,2,3,00}:

[ » [ t]2[3]4[5[6[7]8]
[Be(p) oo oo [0 ]oo[1]eo[o0]0]

z Przyktadu 3.4 jest najmniejszym dobrym etykietowaniem dla Bolka w grze
z tresci zadania. Inaczej mowige, etykietowanie B¢ jest mniejsze nie tylko niz
dobre etykietowanie dla Bolka B z Przyktadu 3.2, ale jest mniejsze lub réwne niz
kazde dobre etykietowanie dla Bolka w tej grze.

Zauwaz, ze kazde pole moze by¢ poprawione przez procedure PodnosEtykie-
towanie co najwyzej k + 1 razy, zatem liczba powtorzen petli 4:—8: jest O(k - n).

Co wiecej, etykietowanie 8 po zakoniczeniu procedury Podno$Etykietowanie
jest dobrym etykietowaniem dla Bolka; w ,najgorszym* przypadku mamy S(p) =
oo, dla kazdego pola p: ,najwieksze* dobre etykietowanie. Z Faktu 3.3 wynika,
ze Bolek ma strategie wygrywajaca z kazdego pola p takiego, ze B(p) # oc.
Najmniejsze dobre etykietowanie dla Bolka, tj. etykietowanie 8 obliczane przez
procedure PodnosEtykietowanie, jest szczegdlnie interesujace poniewaz mozna z
niego latwo odczytaé rozwigzanie gry w zielone, tj. zbior pél z ktorych istnieje
strategia wygrywajaca dla Ani.

Twierdzenie 3.6 (Strategia wygrywajaca dla Ani)

FEtykietowanie 5 : P — {0,1,2,...,k,00} obliczone przez procedure PodnosEty-
kietowanie ma wlasnosé, ze Ania ma strategie wygrywajgcq z kazdego pola p,
dla ktérego B(p) = oo.

Dowdd tego twierdzenia nie jest natychmiastowy i wymaga dosc subtelnej
argumentacji. Ponizej szkicujemy przydatne w tym celu pojecia oraz ogdlny tok
rozumowania. Wypelnienie szczegoéléw dowodu pozostawiamy jako ¢wiczenie
dla dociekliwego czytelnika.

Definicja 3.7 (Dobre etykietowanie dla Ani) Rozwazmy etykietowanie o :
P —{0,1,2,...,n— k,00}. Powiemy, ze etykietowanie o jest dobre dla Ani w
polu p jesli a(p) = oo lub spetnione sq nastepujgce warunki:

e jesli pole p nalezy do Ani to istnieje nastepnik r pola p taki, zZe zachodzi
warunek PostepAni(a;p,r),



e jesli pole p nalezy do Bolka to dla kazdego nastepnika r pola p, zachodzi
warunek PostepAni(c;p,r);

gdzie warunek PostepAni(a; p,r) oznacza, ze a(p) > a(r) jesli pole p jest biate.
Mowimy, ze etykietowanie o jest dobre dla Ani jesli a jest dobre dla Ani we
wszystkich polach planszy.

Przyktlad 3.8 Etykietowanie o : P — {0,1,2,3,4,5,00} zdefiniowane przez
nastepujgcq tabele jest dobre dla Ana.

L p [1[2][3[4][5]6]7]8 ]
[alp) [1[1]c0[0]oc]0]2] ]

Podobnie jak w przypadku dobrych etykietowan dla Bolka, mozna skon-
struowac strategie wygrywajaca dla Ani jesli dane jest dobre etykietowanie dla
Ani. Dow6d nastepujacego latwego faktu pozostawiamy czytelnikowi.

Cwiczenie 3.9 (Strategia wygrywajaca dla Ani) Wykaz, zZe jesli etykieto-
wanie « : P — {0,1,2,...,n — k,00} jest dobre dla Ani to Ania ma strategie
wygrywajgceq z kazdego pola p takiego, zZe ap) # oo.

W celu wykazania Twierdzenia 3.6 do procedury PodnosEtykietowanie do-
damy instrukcje obliczajace etykietowanie oo : P — {0,1,2,...,n — k,00}. Za-
uwaz, ze te dodatkowe instrukcje nie maja wpltywu na obliczenie etykietowania (8
i shuza nam tylko jako pomoc w dowodzie Twierdzenia 3.6. Rozwazmy nastepu-
jaca modyfikacje procedury PodnosEtykietowanie:

1: procedure Podno$Etykietowanie’
2: begin
3: dla kazdego pola p do begin S(p) :=0; a(p) := oo end

4: while [ nie jest dobre dla Bolka do

5: begin

6: wybierz pole p w ktorym [ nie jest dobre dla Bolka

7: B(p) := Popraw(S,p)

8: if B(p) = oo then a(p) := Ustal(a,p)

9: end

10: end
gdzie

_J o jesli pole p jest zielone,
Ustal(B, p) = { 1+ MinMax(3,p) jesli pole p jest biale;

oraz

min {a(r) : r jest nastepnikiem p} jesli p nalezy do Ani,

MinMasz(e:, p) = { max {a(r) : r jest nastepnikiem p} jesli p nalezy do Bolka.

Przyklad 3.10 Przekonaj sie, ze etykietowanie « obliczane przez procedure
Podno$Etykietowanie’ jest rowne etykietowaniu o z Przyktadu 3.8.
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Cwiczenie 3.11 (Dobre etykietowanie dla Ani) Wykaz, ze etykietowanie
a: P —{0,1,2,...,n — k,o00} obliczane przez procedure Podno$Etykietowanie’
jest dobre dla Ani.

Wskazowka. Wykaz, ze gdyby istniato pole p takie, Ze a(p) # 00, ale o nie jest
dobrym etykietowaniem dla Ani w polu p to B(p) # oo, gdzie 5 jest najmniej-
szym dobrym etykietowaniem dla Bolka.

Powyzsza analize dobrych etykietowan dla Ani i Bolka mozna podsumowaé
w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 3.12 (Poprawnos$é algorytmu Podno$Etykietowanie)
Niech ( bedzie etykietowaniem obliczonym przez procedure PodnosEtykietowanie.
Wtedy Ania ma strategie wygrywajgcq z kazdego pola p, dla ktdrego zachodzi
B(p) = oo, a Bolek ma strategie wygrywajacq ze wszystkich pozostatych pdl.

Cwiczenie 3.13 (Wydajna implementacja algorytmu)
Zaimplementuj algorytm PodnosEtykietowanie w taki sposob aby czas dziatania
twojego programu byt O(k - m).

Wskazéwka. Zaprojektuj strukture danych umoZzliwiajgcg ustalanie w czasie
O(1) czy istnieje pole p w ktdrym aktualne etykietowanie nie jest dobre dla
Bolka, oraz poprawianie wartosci etykietowania w polu p i aktualizacje struktury
danych w czasie O(d), gdzie d jest sumg liczb nastepnikéw pola p oraz jego
spoprzednikow®, tj. pol dla ktérych p jest nastepnikiem.

Ciekawy problem 3.14 Przyjmijmy, ze k—Iliczba zielonych wierzchotkéw—
jest Q(n). Czy istnieje algorytm rozwigzujacy gry w zielone dziatajacy w czasie
o(n-m)? W szczegdlnodci: czy istnieje algorytm rozwigzujgcy gry w zielone
dziatajgcy w czasie O(m)?

4 Testy

Ocena rozwiazan zadania ,Gra w zielone“ przedstawionych przez uczestnikow
olimpiady zostala oparta na zachowaniu sie programéw na kolekcji jedenastu
testow, tj. jedenastu plikow wejsciowych zawierajacych opisy plansz réznych
gier w zielone:

e gral.in: Plik wejSciowy GRA.IN z tresci zadania.

e gral.in, gra2.in: Niewielkie plansze, zaprojektowane gldéwnie z mysla o
sprawdzaniu czy program poprawnie rozwigzuje zadanie, nie wymagaja-
ce—ze wzgledu na maly rozmiar—aby algorytm byt bardzo wydajny.

e gra3.in: Niewielka plansza o kilkudziesieciu polach z losowo dobranymi
nastepnikami.

e grad.in*: Plansza o umiarkowanej wielkosci z losowo dobranymi nastep-
nikami; mata srednia liczba nastepnikow.

e gra5.in*: Plansza o umiarkowanej wielkosci z losowo dobranymi nastep-
nikami; duza $rednia liczba nastepnikow.

e gra6.in*: Plansza o duzej wielkosci z losowo dobranymi nastepnikami.
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e gra7.in*: Plansza o umiarkowanej wielkoSci w ktorej wszystkie pola prze-
ciwnika o wiekszych numerach niz numer danego pola sa nastepnikami tego
pola.

e gra8.in*: Plansza o bardzo duzej wielkosci z losowo dobranymi nastep-
nikami; mata srednia liczba nastepnikow.

e gra9.in*: Plansza o bardzo duzej wielkosci z losowo dobranymi nastep-
nikami; duza $rednia liczba nastepnikow.

e gral0.in": Plansza o umiarkowanej wielkosci na ktorej rozwiazania przed-
stawione w podrozdziatach 2 oraz 3 dzialaja w czasie rownym pesymisty-
cznemu oszacowaniu, tj. Q(k - m).

Testy oznaczone gwiazdka zawieraja dodatkowe male fragmenty planszy zapro-
jektowane z mysla o weryfikacji poprawnosci rozwigzania.
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